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Wyk³ad 1.    3.10.2003
INTERPOLACJA.

G³ównym zadaniem interpolacji jest wyznaczenie mo¿liwie szybki sposób wartoœci funkcji
f(x) dla zmiennej niezale¿nej x, która nie nale¿y do tablicy danych (xi,yi). Dziêki temu, krótki
podprogram obliczeniowy, dla niedu¿ego zestawu danych pozwala zast¹piæ obszerne, d³ugie
kolumny tablicy wartoœci funkcji..

Zadanie interpolacji mo¿emy w sposób ogólny sformu³owaæ nastêpuj¹co:
Niech w ograniczonym  przedziale [a,b] bêdzie zadany ci¹g punktów 

a  = x0 < x1 < x2 ..... < xn =  b,

któremu odpowiada ci¹g wartoœci funkcji y0, y1,... yi,...yn , { yi=f(xi) }. Ponadto niech bêdzie
zadany zbiór funkcji liniowo-niezale¿nych  ni {i=1,2,...n} okreœlonych na [a,b]. 
Zadanie interpolacji:
wyznaczyæ wspó³czynniki a0, a1, ...an takie, ¿e 
 

dla i=0,1,........n.
Powstaje uk³ad równañ algebraicznych, dla wyznaczenia wspó³czynników ai. Po wyznaczeniu
ai mamy funkcjê interpolacyjn¹, która “zastêpuje” (mówimy aproksymuje) funkcjê f (x) na
przedziale [a,b] i w wybranych punktach przedzia³u, które nazywamy wêz³ami interpolacji,
pokrywa siê z wartoœciami funkcji:

Reprezentacja w postaci wzoru (2) nazywa siê wielomianem uogólnionym)
Je¿eli za ni(x) weŸmiemy zbiór jednomianów {1,x,x2,.....xn} to otrzymamy interpolacjê
wielomianow¹. 

Warunek interpolacyjny p(xi)=yi dla 0#i#n prowadzi do linowego uk³adu n+1 równañ dla
wspó³czynników a0, a1, a2.......an. Uk³ad równañ ma postaæ:
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Przyk³ad: Wyznaczyæ wielomian interpolacyjny p(x), pokrywaj¹cy siê z funkcj¹ f(x)=3x (-1
#x#1) w punktach x0=-1, x1=0 oraz x2=1
Rozwi¹zanie: przyjmujemy, ¿e p(x)=a0=a1x+a2x

2. Wspó³czynniki a0, a1  i  a2 obliczamy z uk³adu:

St¹d obliczamy a0=1, a1=4/3, a2=2/3. Tak wiêc funkcja f(x)=3x -1+4/3x+2/3 x2

Przyk³ad ten przy pomocy Matlaba mo¿na by³oby wykonaæ nastêpuj¹co:

%interpolacja funkcji 3^x metoda wielomianu bezposredniego w punktach  -1,
0, 1
close all;
x=[-1 0 1];y=3.^x;
%A=[1-1 1;1 0 0;1 1 1]; poniewa¿ macierz jest niewielka ³atwo ja utworzyæ
%“recznie” ale przy wiêkszej liczbie punktów
%interpolacji mo¿e to byæ k³opotliwe. W MATLABie istnieje funkcja, która
u³atwia tworzenie macierz Vandermonde'a
%A=[ones(size(x));  x;  x.^2]' - je¿eli wybierzemy t¹ wersje tworzenia A to
nale¿y pamiêtaæ o odwróceniu kolejnoœci wyrazów (pierwszy ostatnim) w
%wektorze c %c1=flipud(c);
%zamiana wierszy pierwszy z ostatnim, drugi z przedostatnim itd., konieczne
aby mo¿na by³o zastosowaæ
%funkcje polyval - która oblicza wartoœæ wielomianu dla zadanych
wspó³czynników i zmiennej t 

A=vander([ -1 0 1])% funkcja vander tworzy macierz Vandermonde'a - zadajemy
tylko wartosci x
c=A\y'%rozwi¹zanie uk³adu równañ Ac=y , macierz A jest macierz¹
Vandermonde'a
%c1=[0.66666667,1.333333,1.00]
t=-1:0.02:1;% zmienna pomocnicza do wykreœlenia funkcji 
%obliczenie wartoœci wielomianu
yi=polyval(c',t); 
yd=3.^t;
er=yi-yd;
error1=max(abs(er));
imax=find(max(abs(er))==abs(er));
figure(1)
wiel=plot(t,yi,'r');%wykres
% kreslenie wezlow interpolacji przez funkcje text
text(-1,3.^(-1),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
'VerticalAlignment','middle','FontSize',16)%postawienie duzej kropki
text(0,3.^(0),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...



   'VerticalAlignment','middle','FontSize',16);
text(1,3.^(1),'\bullet','HorizontalAlignment','center','FontSize',16);
%narysowanie maksimum i opisanie
text(t(imax),er(imax)+0.1,['Blad maksymalny =',num2str(abs(er(imax)))],...
   'HorizontalAlignment','right',...
'VerticalAlignment','middle','FontSize',10)
text(t(imax),er(imax),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
'VerticalAlignment','middle','FontSize',12)
hold on
dokl=plot(t,yd,'g');
error=plot(t,er,'b');
hold off
legend_handles=[wiel;dokl;error];
legend(legend_handles,'wiel. interpol','warotsc dokl.','blad')
 grid 
 xlabel('t','FontSize',16)
 ylabel('3^x , wielomian interpol., blad', 'FontSize',16)
 legend_handles;
 title('INTERPOLACJA WIELOMAINOWA FUNKCJI 3^X, 3 wêzly','FontSize',11)
 %
 %interpolacja dla czterch wezlow (-1,-0.5,0.0,0.5,1) 
 %sprawdzic rachunkiem jak powyzej, ze te same wyniki orzymamy jezeli do
obliczen urzyjemy funkcji 
 %polyfit rzadajac aby stopien wielomiany byl  rowny n-1, gdzie n jest
iloscia wezlow.
 x1=-1:0.5:1;%zadajemy teraz piec wezlow: -1, -0.5, 0, 0.5, 1
 y1=3.^x1;
 pa=polyfit(x1,y1,4);% wyznacza wielominan w normie sriedniokwadratowej gdy
m >n - m ilosc danych 
 % 4 oznacza wielomian czwrtego rzedu poniewaz liczba wezlow jest 5
otrzymujemy wielomian interpolacyjny.
 y3=polyval(pa,t);% wylicza wartosc wielomiannu dla zmiennej t i
wspolczynnikow pa wyznaczonych przez 
 %polyfit
 er3=y3-yd;
 %
 figure(2)! Rysujemy drugi wykres (drugie okno z wykresem)
  plot(t,y3,'r',t,yd,'.',t,er3,'g')
  axis([-1 1 -0.5 3])
  % ozdabianie wykresu
  text(-1,3.^(-1),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
'VerticalAlignment','middle','FontSize',16)%postawienie duzej kropki
text(-0.5,3.^(-0.5),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
   'VerticalAlignment','middle','FontSize',16)
text(0,3.^(0),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
   'VerticalAlignment','middle','FontSize',16)%postawienie duzej kropki
text(0.5,3.^(0.5),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
'VerticalAlignment','middle','FontSize',16)%postawienie duzej kropki
text(1,3.^(1),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
   'VerticalAlignment','middle','FontSize',16)%postawienie duzej kropki
 title('INTERPOLACJA WIELOMAINOWA FUNKCJI 3^X, 5 wêzlow','FontSize',11);
%
imax=find(max(abs(er3))==abs(er3));% wyznaczanie indeksu dla zmiennej t
przy ktorym wystepuje maksimum
%narysowanie maksimum i opisanie
text(t(imax),er3(imax)+0.1,['Blad maksymalny
=',num2str(abs(er3(imax)))],...
   'HorizontalAlignment','right',...
'VerticalAlignment','middle','FontSize',10)
text(t(imax),er3(imax),'\bullet','HorizontalAlignment','center',...
   'VerticalAlignment','middle','FontSize',12)
%legend_handles=[wiel;dokl;error];
legend('wiel. interpol','warotsc dokl.','blad')
grid on
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Macierz wspó³czynników równania (4) nazywa siê macierz¹ Vandermonde’a.
Wyznacznik ten jest zawsze ró¿ny od zera, je¿eli wêz³y interpolacji x0, x1, ....xn s¹ ró¿ne. St¹d
wynika,¿e wartoœci wspó³czynników a-i. S¹ wyznaczone jednoznacznie. Jednak macierz
Vandermonde’a jest “Ÿle uwarunkowana” i mog¹ siê pojawiæ k³opoty z dok³adnym
rozwi¹zaniem uk³adu równañ algebraicznych (4). Ponadto nak³ad pracy obliczeniowej dla
uzyskania wielomianu (3) jest znacz¹co du¿y. Dlatego szukanie wielomianu interpolacyjnego
w bazie jednomianów {1,x,x2, ... } jest nie zalecane.

INTERPOLACJA LAGRANGE’A.
 Innym sposobem szukania wielomianu interpolacyjnego p. dla zadanego zbioru {xi,yi},
0#i#n, jest interpolacja Lagrange’a.W tym miejscu nale¿y wyraŸnie zaznaczyæ, ¿e istnieje
tylko jeden wielomian stopnia n interpoluj¹cy zbudowany na punktach {xi,yi} nie zale¿nie od
sposobu jego konstrukcji.

W interpolacji Lagrange’a w charakterze wspó³czynników ai we wzorze (2) wystêpuj¹
wartoœci funkcji interpolowanej. Nale¿y jednak wyznaczyæ bazê funkcji n, które teraz

bêdziemy oznaczaæ jako li. A wiêc wielomian interpolacyjny ma postaæ:

gdzie R0 ,R1, R2, ....Rn s¹  wielomianami (nazywanymi baz¹ wielomianów tworz¹cych
Lagrange’a), które zale¿¹ od wêz³ów interpolacji x0, x1, ....xn ale nie zale¿ od wartoœci funkcji.
Wielomiany Rj  w oczywisty sposób musza spe³niaæ zale¿noœæ:

Ze w³asnoœci (7) wynika, ¿e punkty x0,x1,......,xi-1, xi+1, ........xn s¹ zerami wielomianu  Rj(x). Tak
wiêc wielomian ten mo¿na przedstawiæ jako:

Sta³¹ Ci dobieramy tak, aby Rj(xi)=1, a wiêc Ci jest równe:

Podstawiaj¹c wzór na Ci do wzoru (8) otrzymujemy

U¿ywaj¹c symbolu “ iloczynu sk³adników” wielomiany tworz¹ce Lagrange’a mo¿na zapisaæ
nastêpuj¹co:
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Przyk³ad: wyznaczyæ wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla dwóch par punktów (x0,y0) i
(x1,y1).
Rozwi¹zanie: Wielomian interpolacyjny Lagrange’a bêdzie mia³ postaæ:

B£¥D INTERPOLACJI WIELOMIANOWEJ

Ni¿ej bêdzie podane twierdzenie w jaki sposób mo¿emy oszacowaæ b³ad pope³niany przy
zast¹pieniu funkcji f(x) wielomianem interpolacyjnym p(x) na przedziale [a,b].

TWIERDZENIE. Niech f bêdzie funkcj¹ posiadaj¹c¹ ci¹g³e pochodne , a¿ do rzêdu n+1
(f0Cn+1) i niech p(x) bêdzie wielomianem interpolacyjnym stopnia n, takim, ¿e wartoœci funkcji
f pokrywaj¹ siê z wartoœciami wielomianu w n+1 punktach x0,x1,.......xn na przedziale [a,b].
Dla ka¿dego x z przedzia³u [a,b], istnieje pewien punkt > w przedziale (a,b) taki, ¿e 

Analizuj¹c wzór (13) widzimy, ¿e b³¹d wielomianu interpolacyjnego, jest iloczynem
dwóch czynników, z których jeden f(n+1)(>) zale¿y od w³asnoœci funkcji f(x) i na jego wielkoœæ

nie mo¿emy wp³ywaæ, a wielkoœæ drugiego zale¿y wy³¹cznie od

wyboru wêz³ów interpolacji. Powstaje zatem problem najbardziej racjonalnego wyboru
wêz³ów interpolacji xi , to jest takiego ich wyboru, aby czêœæ b³êdu, na wielkoœæ której
mo¿emy wp³ywaæ, mianowicie Tn+1 mia³a w przedziale [a,b] najmniejsze co do wartoœci
bezwzglêdnej maksimum. Inaczej mówi¹c, chodzi o znalezienie wielomianu, który w
przedziale domkniêtym [a,b] “odchyla siê najmniej od zera”.

Zagadnienie to zosta³o rozwi¹zane przez Czebyszewa. Udowodni³ on, ¿e w omawianym
sensie najlepsze wêz³y interpolacji obliczone za pomoc¹ wzoru:
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s¹ pierwiastkami pewnego wielomianu Tn+1 (x) zwanego wielomianem Czebyszewa. W tym
przypadku 
Pierwiastki wielomianu Czebyszewa s¹ ró¿ne i le¿¹ w przedziale (-1,1). Wielomian
Czebyszewa wyra¿a siê wzorem:

Zadanie. Powtórzyæ przy pomocy Matlaba, obliczenia wielomianu interpolacyjnego z zerami
Czebyszewa. Porównaæ wielkoœæ b³êdu w stosunku do wêz³ów interpolacji rozmieszczonych
równomiernie.
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